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(a). Pour tout entier naturel n :
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(b). Pour tout entier naturel n :
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[0 Montrons par récurrence que pour tout n > 0,
1 < up < 2. Instialisation :
[1;2].

Hypotheése de récurrence : Supposons que 1 < uy, <
2.

Soit la fonction polynome P(z) = 2? — 2z + 2. On
a P'(x) = 2x — 2, ainsi P'(x) > 0 pour tout = > 1.
Donc P est croissante sur [1 ;4+o0[. On a donc :

Uy = 3 appartient a

1<u, <2
P(1) < Plun) < P(2)
1< Un+1 <2

Conclusion : Pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.

O (a). Pour tout n € N :

un+1—un:ui—2un+2—un
:ui—3un+2
(ty, — 2)(up — 1) = w2 — 2up, — uy + 2
= Uy — Uy + 2
= Un+4+1 — Up

(b). Comme 1 < u, < 2 alors u, —2 < 0 et
U, —1>0dou:

Upt1 — Up <0

Donc la suite (u,) est décroissante.

O (uy) est monotone et bornée donc elle est conver-
gente.

54 p 108

[0 Montrons par récurrence que pour tout n > 1,
1

ol S ga
est vraie.

Hypothese de récurrence :
1 1
— <
n!

. Initialisation : Pour n = 1, I'inégalité

Supposons que o1

(par hypothése)

Onan>1doncn+1>2et:

1
<2
n—+1
Finalement :
1 < 1 " 1
(n+1)! =217 2
1
g -
27’L
. 1 1
Conclusion : Pour tout n > 1, — < )
n! ~ 2n—1
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O D’aprés la question précédente :

1 1 1 1
un<1+2—0+2—1+2—2+...+ﬁ
1 n
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sit——7—
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2

(somme des termes d’une suite géométrique

1
de raison —)
2

O Upti1 — up = est positif donc (uy,) est

(n+1)!
croissante. Elle est aussi majorée d’aprés la question

précédente, donc elle est convergente.
55 p 108

O (a). En appliquant la définition de w, au rang
n + 1, on obtient :

(n+1)2%u2 —n®ul=n+1

Pour tout n > 1,

2,2 2,2
Un+1_vn:(n+1) Upp1 — N Uy,

=n+1
(b).

Up =Vl =VUp —Up—1+Un—1—Up-1+...

oo — V2 + vy — 1
n

= > (Vg+1 — k)
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arithmétique de raison 1)

(n—1)(n+2)

1
5 +

Un =

O D’aprés la question précédente, pour n > 1 :

1
’U,i = E’Un
_(n=1)(n+2) +i
N 2n? n2

n2+n-2 1
1%:¢—3ﬁ—‘+ﬁ

2
-2 1
Or lim nwAn-2 = — car la limite d’une fonc-
n—-+o0o 2n2

tion rationnelle en 400 est égale & la limite du quo-
tient de ses termes de plus haut degré.

. 1
De plus, nE)I—ir-loo o= 0
Donc :
li _ 1
i = 75
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Montrons par récurrence sur n que pour tout
n
(UO - l)

Initialisation : Pour n = 0, c’est vrai.
Hypothése de récurrence : Supposons que pour un

2 n
certain rangn > 0, u, —1 < <§> (up—1). Montrons

2
n>0,0<u —1< (3

alors que :

9 n+1
Up+1 — l < (§> (UQ — l)

Par hypothése on a :

0 < upy1 — 1< =(up —1)

x (;)n(uo—l)

par hypothése de récurrence donc :

9 n+1
O<Un+1—l< (§> (Uo—l)

Wl Wl N

<

Pour tout n > 0,

un—l<<§)n(uo—l)

Conclusion :

2\" 2\"
Or nll)rfoo <§> = 0, donc ngrilm (§> (up—1) =0.
D’aprés le théoreme des gendarmes, (u, — l)nen

converge vers 0 donc (uy,)nen converge vers [.

INTEX 2.



